TD n°3: Formule de Stokes et théorie de Cauchy

Analyse complexe 2024-2025, Thomas Serafini
tserafini@dma.ens.fr

Exercices a faire en priorité : 1-2-3-5-6-7-4. Les exercices marqués d'un &f'sont des exercices plus difficiles,
plus longs, ou plus loin du cours.

La formule de Stokes

Exercice 1. Formule de Stokes holomorphe-antiholomorphe.
Soit K C C un compact a bord C! par morceaux, f, g des fonctions C! définies au voisinage de K. Montrer
que la formule de Stokes se réécrit :

_oi [ (9L _9g
- (2)dz + g(2)dz = 22/K (62 82) dzdy

Exercice 2. Aires de polygones réguliers.
On désire calculer laire du n-gone régulier, c’est-a-dire I’enveloppe convexe dans C des racines n-émes de

27

I'unité. On note P, le polygone, A, son aire et on fixe (, :=¢e™n .

1. Vérifier que le bord 0P, est paramétré par les n chemins
vt G (141G — 1))
pour 5 =0,....,n—1.

2. Montrer en utilisant la formule de Stokes que

A, = — Zdz.
"2 Jop,

2
/ Zdz = isin <7r)
Vi n

Exercice 3. Le théoréme de la divergence.

On désire prouver, a partir de la formule de Stokes, le théoréme de la divergence. Pour cet exercice, on note
f la dérivée en t de f.

Théoréme de la divergence.

Soit K un compact de R? a bord C!, U un voisinage de K et F : U — R? un champ de vecteurs C*. Alors :

3. Démontrer que

et conclure.

/ div(F)dzdy = F - vds
K oK

ou v est la normale sortante unitaire & 0K et ds est I’élément de longueur de 0K, c’est-a-dire udx + vdy ou
(u,v) est un vecteur tangent au bord de K unitaire et positivement orienté.

1. Soit 7 : [0,1] — R? un chemin C' de dérivée non-nulle qui paramétrise localement K (avec la bonne
orientation). Exprimer la normale sortante unitaire v, le vecteur tangent unitaire, et les éléments de
longueur dz, dy en fonction de §(t) = (&(t),y(t)) et dt.

2. Démontrer que ds = |¥(t)|d¢, puis que F - vds = fdy — gdxz ou F(x,y) = (f(z,y),9(x,y)).

3. Démontrer que

/ div(F)dzdy :/ fdy — gdx
K oK

IMerci & Hadrien pour ce raton-laveur en Tikz !

et conclure.




Exercice 4. La solution fondamentale du laplacien en dimension deux. &
On désire démontrer ’égalité suivante : si ¢ : C — R est une fonction C'°*° a support compact, alors :

/ Ap(z)log|z|dzdy = 2mp(0)
C

On définit I'ouvert U, :={z € C:e < |z] < e~ !} et on pose 7% le cercle de centre 0 et de rayon e.
1. Justifier que l'intégrale converge.

2. Montrer que pour toute fonction C'*° & support compact ¢, on a
/ o(z) log |z|dxdy = lim/ o(z) log |z|dxdy.
C e—0 U.

3. Montrer que sur un ouvert U a bord C' par morceaux, pour f, g fonctions C? au voisinage de I’adhérence
de U, on a l’égalité
i

! /U [£(2)0g(2) — Af(2)g(2)]ddy =

5 (2)0g(2)dz + 0f(2)g(z)dz.

f
ouU

4. Montrer que pour € > 0 assez petit, on a :

/ Ago(z)log|z\dxdy:—2i/ ©(2)01og |z|dz + 0p(2) log | z|dz.
U

€ Te

5. Montrer dlog |z| = 5-.

6. Estimer les intégrales

27
/ p(ee™)dt
0

27
€ Op(ce') log(e)et dt
0

et

quand € — 0 et conclure.

Calculs d’intégrales par le théoréme de Cauchy

Exercice 5. Une premiére intégrale
Soient a,b > 0. On considére la courbe v donnée par I'équation (z/a)? + (y/b)% = 1.

d
/i:m
’YZ

1. Démontrer que

2. En déduire la valeur de 'intégrale

/271’ dt
o a2cos2(t) + b2sin*(t)
Exercice 6. Intégrales gaussiennes

1. Soit £ € R. En intégrant sur un rectangle bien choisi, prouver que
/ e~ @i gy = / e dx
R R

/ e ey = \/E67§2/4.
R

et en déduire que



L . 2 . . ..
2. En intégrant la fonction z — e™* sur un secteur angulaire bien choisi, prouver la convergence de

I'intégrale suivante (au sens faible) et la calculer :

.2
/ e dt
R
Exercice 7. Encore une intégrale

En intégrant z +— % sur le bord de {z € C: |z — 1] < 1, |2| > &}, calculer I'intégrale :

/E log(cos(6))df
0

Exercice 8. Chemins alternatifs pour la fonction T
On note, pour s € C vérifiant R(s) >0 :

I'(s)

1. Vérifier que l'intégrale converge.
Pour u ¢ R, on définit u® = |ul[*e®*28(") = ¢s1°8(4¥)  on Targument est pris entre —m et 7 et le
logarithme est compris comme la détermination principale log(u) = log |u| + ¢ arg(u).

2. Soit z = €Y de partie réelle strictement positive. Démontrer que

re = [ el

—
3. Soit v: R — C\ R de classe C! vérifiant :

(a) |y(t)| = oo quand t — oo

(b) 1l existe des constantes a > 0,b € R telles que |S(y(¢))| < aR(v(t)) + b pour tout ¢t > 0, c’est-a-dire
que 7 reste dans le secteur délimité par les demi-droites y = ax + b,y > 0 et y = —ax — b,y < 0.

(¢) v(0) =0.

Montrer que

otl on comprend f,y comme limp_, o f'v\[o .

Exercice 9. L’intégrale de Dirichlet {i
On définit un contour 7. g comme suit : v (t) = ee™* sur [0, 7], 73,’??? (t) = £t sur [e, R] et v3(t) = Re® sur
[0, 7].

1. Démontrer que [ e= " dt — 1 quand £ — 0.

2. En minorant sin(t) par 2t/ sur [0,7/2], démontrer que

3. En déduire que

4. Démontrer que

5. En déduire la valeur de




